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Polynomapproximation nach der Methode der kleinsten Quadrate 
Nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimme man zu der folgenden Wertetabelle (Meßreihe) eine Approximationsgerade 
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NUMERISCHE METHODE ZUR LÖSUNG VON GLEICHUNGEN 
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Fixpunktsatz 
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LÖSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME 
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1.  bestimme Pivot 
2.  1Pivot Pivot−=  
3.  Kellerzeile:  
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6.  Rest: 
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Gesamtschrittverfahren von Jacobi 
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Einzelschrittverfahren von Gauß-Seidel 
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Gauß-Algorithmus Rundungsfehler, relativ leicht programmierbar (Pivotsuche!), nicht sinnvoll für große LGSe ( )10n ≤  

Austauschverfahren Rundungsfehler, Mitberechnung der Inverse, (empfehlenswert, falls Berechnung für verschiedene 
Zielvektoren), nicht sinnvoll für große n 

Cramersche Regel übermäßiger Rechenaufwand für n > 3, (Berechn. der Determinante), sehr empfehlenswert für n = 2 
Gesamtschrittverfahren sehr hohe Genauigkeit, unter Umständen keine Konvergenz, (falls nicht diagonaldominant), sehr leicht 

programmierbar, sinnvoll für große LGSe 
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Einzelschrittverfahren sehr hohe Genauigkeit, unter Umständen keine Konvergenz, (falls nicht diagonaldominant), sehr leicht 
programmierbar, sinnvoll für große LGSe 
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Lagrange – Interpolation 
gegeben sei die Wertetabelle  
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 mit Hilfe des Differenzenschemas 

(Schema von Newton) 
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  obere Hauptdiagonale wird benötigt 
Regula Falsi 
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INTERPOLATION (Fortsetzung) 
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Anwendung: 
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(2)  ( ) ( )2 2Das Elem 3. Elem in der 2. Zeilex c⋅ − + =  

(3)  fortsetzend bis Ende der Zeile 
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  eine Position nach links verschoben 
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APPROXIMATION 
Gauß-Approximation 

( ) ( )( )2

appr d min
b

a

f x f x xε = − =�  

E
in

fü
hr

un
g 

diskrete Approximation 

2

1

min

: Residuum

n

i
i

s r

r
=

= =�  

Tschebyscheff-Approximation 

[ ]
( ) ( )appr

,
max | | min
x a b

f x f xε
∈

= − =  

Satz von Weierstraß 
[ ]

( ) ( ) ( ) [ ]
Zu jeder stetigen Funktion  ,  und jedem 0 existiert

ein Polynom  mit | |  für alle , ,  d.h.

jede stetige Punktion kann mit beliebiger Genauigkeit durch ein

Polynom approximiert werden.

if a b

P x f x P x x a b

ε
ε

→ >

− < ∈

�

 

M
et

ho
de

 d
er

 k
le

in
st

en
 Q

ua
dr

at
e 

Verfahren zur Bestimmung einer Näherungsfunktion 
Polynom (m - 1) – ten Grades 
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gegeben: [ ]0Basisfunktionen , ,  und ,n f C a bϕ ϕ ∈�  
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( )
( )

( )

00 0 0 1 0 0

11 0 1 1 1 1

0 1

, , , ,

, , , ,
Normalgl

, , , ,

det  hießt Gramsche Determinante der Basisfunktionen 

n

n

nn n n n n

A

a f

a f

a f

A

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

� 	 � 	� 	

 � 
 �
 �

 � 
 �
 � =

 � 
 �
 �

 � 
 �
 �
 � 
 �

� �  � 

�

�

�� � � �

�
�������������������������

0, , nϕ�

 

 
NUMERISCHE INTEGRATION 

( )
0

0
0 0

d , 1 ,
nx n n

n i i i n
i ix

F P x x l f l x xα α
= =

= = ⋅ ⋅ = = −� ��  

F
or

m
el

n 
vo

n 
N

ew
to

n 
– 

C
ot

es
 

Sehnentrapez   ( )0 12

l
F f f= +  

Simpson    ( )0 1 24
6

l
F f f f= + +  

Tangententrapez  1
2

F l f= ⋅  

3
8 Formel−    ( )0 1 2 3

3
3 3

8
F h f f f f= + ⋅ + ⋅ +  

In
te

gr
at

io
ns

- 
ve

rf
ah

re
n 

Tangententrapezsumme 

( )1 3 1
2 22

Riemansche Summe

mF h f f f −= ⋅ + + +�  

Sehnentrapezsumme 

( )0 1 2 1

Trapezsumme

2 2 2
2 m m

h
F f f f f f−= + + + + +�  

Simpsonsumme 

( )0 1 2 3 4 1

Simpsonsumme

4 2 4 2 4
3 m m

h
F f f f f f f f−= + + + + + +�  

F
eh

le
ra

bs
ch

ät
zu

ng
 

( ) ( ) [ ]

( )
[ ]

( )
2

1

2
1

2
1 1 1

,

Fehler geht mit gegen 0

Für die Sehentrapezsumme  gilt:

d für ein ,
2

und demnach

| d | mit max | |
2

b

a

b

x a b
a

h

F

b a
f x x F f x h x a b

b a
f x x F M h M f x

∈

− ′′− = − ⋅ ⋅ ∈

− ′′− ≤ ⋅ =

�

�

 

( ) ( ) ( ) [ ]

( )
[ ]

( ) ( )
4

2

4 4
2

44
2 2 2

,

Fehler geht mit gegen 0

Für die Simpsonsumme  gilt:

d für ein ,
180

und demnach

| d | mit max | |
180

b

a

b

x a b
a

h

F

b a
f x x F f x h x a b

b a
f x x F M h M f x

∈

−− = − ⋅ ⋅ ∈

−− ≤ ⋅ =

�

�

 

Austauschverfahren 

( )
1 1 3 2

1 2 3 1 3 2

1 2 3
11

1Austausch vertausche Austausch
2 2Spalte 2 u. 3

vgl. 2.3 2
3 3

3

1 2 2

1

3

3

0,5 0 12 2 0
0,5 1 0

1 1 2 0,5 2 0
0,5 0 2

2 1 1 1 1 1
1 1 1

1 0 0,25 0

0,5 0 1

0,25 0,5 0

0,75 0,5 1

0,75

x y x y

x x x y x x
y x x xy

x
y y

y
y y

y

y y x

x

x

y

↔ ↔

−
−

→ → →
−

−
⋅ − − ⋅

−
−

−
2 3

1 2 3

1Austausch 1

3

2

0,25 0,5 1
0,25 0,5 1

0,75 0,5 1
0,25 0,5 0

0,25 0,5 0
0,75 0,5 1

0,5

x y

y x x

x
A

x

x

−
↔

− −� 	
− − 
 �→ � = −
 �− 
 �−� −

⋅
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NUMERISCHE METHODE ZUR LÖSUNG GEWÖHNLICHER DGL 
P

ol
yn

om
zu

g 
V

er
f.

 v
on

 E
ul

er 

( ) ( )0 0

gegeben AWP:

, ,

Schrittweite

y f x y y x y

h

′ = =
=

  
( )

( )
( )

1 0

Der Polynomzug mit den Eckpunkten , , wobei

,  gegeben

liefert eine Näherungslösung der exakten Lösung 

k k

k k k k

x y

y y h f x y y

y x

+ = + ⋅  

Bemerkung: 
Verfahren ungenau 

R
un

ge
-K

ut
ta

 
2.

 O
rd

nu
ng

 ( ) ( )0 0

0

gegeben AWP:

, ,

Schrittweite

Gitterpunkte: n

y f x y y x y

h

x x n h

′ = =
=

= + ⋅

 

Algorithmus zur Bestimmung der Näherungswerte ( )n ny y x≈  

( )
( )
( )

1 1 2

1

2 1

1

2
,

,

n n

n n

n n

y y h l l

l f x y

l f x h y h l

+ = + ⋅ +

=

= + + ⋅

 

R
un

ge
-K

ut
ta

 
4.

 O
rd

nu
ng

 

( ) ( )0 0

0

gegeben AWP:

, ,

Schrittweite

Gitterpunkte: n

y f x y y x y

h

x x n h

′ = =
=

= + ⋅

 

( )

( )

( )

1 1 2 3 4

1

1
2

2
3

4 3

1
2 2

6
,

,
2 2

,
2 2

,

n n

n n

n n

n n

n n

y y k k k k

k h f x y

kh
k h f x y

kh
k h f x y

k h f x h y k

+ = + + + +

= ⋅

� 	= ⋅ + +
 �
� 

� 	= ⋅ + +
 �
� 

= ⋅ + +

 

Schrittweitenanpassung: 

3 2

2 1

 optimale Schrittweite, falls

0,025 0,1 mit 

0,1: ungenaue Näherungsw. SW / 2

letzten Schritt wiederholen

0,025 : Rundungsfehler zu hoch SW 2

fortfahren

h

k k
Q Q

k k

Q h

Q h

−
< < =

−
> � =

< � =

 

D
iff

er
en

ze
n-

ve
rf

ah
re

n 

rückwärts genommene 
Differenz 

1i i
i

y y
y

h
−−′ ≈  

vorwärts genommene 
Differenz 

1i i
i

y y
y

h
+ −′ ≈  

zentrale Differenz 

1 1

2
i i

i

y y
y

h
+ −−′ ≈  

1 1
2

2i i i
i

y y y
y

h
− +− +′′ ≈  

2 1 1 2
3

2 2

2
i i i i

i

y y y y
y

h
+ + − −− + −′′′≈  

Das allgemeine Iterationsverfahren 
Man bestimme die Fixpunkte von ( ) cosf x x=  

graphisch:             numerisch: ( )| cos | | sin | 1  in 0,
2

x x
π� �′ = < � �� �

 

Iterationsvorschrift: ( )0 1
1,2,

, cos
4 k k

k

x x x
π

−
=

= =
�

 

0 1 2 30,785399 0,707106 0,760245 0,724667
4

exakter Wert : 0,7390851

x x x x
π= = = = =

 

Newtonsche Iterationsverfahren 
( ) 2Man bestimme eine Nullstelle  xf x e x= −    numerisch:   ( ) [ ]2 0 in -0,8|0xf x e x′ = − ≠  

graphisch:  2 20x xe x e x− = ⇔ =          ( ) [ ]2 0 in -0,8|0xf x e′′ = − ≠  

                     

( ) ( ) ( )( )
0

2

0,8

2

1

2

0,8 0,8 2 0,296 0

die Folge  
2

konergiert gegen die Nullst. von .

n

n

x x

x

x
n

n n x
n

x

f f e x e

e x
x x

e x

e x

=−

+

′′− ⋅ − = − − = >

−
� = −

−

−

 

2Nullstelle von xs e x= −          
0 1 2 3 4

0,8 0,706959 0,703472 0,703467 0,703467n

n

x − − − − −
 

 
                    Probe:  ( ) 60,703467 0,803 10f −− = ⋅  

Honer-Schema 
( ) 3 2

3Man bestimme alle Lösungen von 7 9 5 0.P x x x x= − + + =  

Lsg: Bestimmen einer Lösung durch Erraten: 

  
( )2 7 9 5

5  falls 
ganze Zahl

x x x
x

x

− + −= − ∈ ∈	 	  

  ( ) ( ) ( )3 3 31 0; 1 0; 5 125 175 45 5 0P P P≠ − ≠ = − + + =  

  Polynomdivision: ( ) ( )3 27 9 5 : 5 ?x x x x− + + − =  

 

1 7 9 5

0 5 10 5

5 1 2 1 0

−
−

− −
  ( ) ( )

2
2 / 33 2 2

3 2
1 2 / 3

Lösungen von  2 1: 1 2
7 9 5 5 2 1

Lösungen von  7 9 5: 5; 1 2

x x x
x x x x x x

x x x x x

� − − = ±�− + + = − − − � �
− + + = = ±��
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erweitertes Honer-Schema 

 
 
Berechnung einfacher Nullstellen nach dem Newton-Verfahren 
Man berechne die Näherung 0 0,95x =  einer Nullstelle von ( ) 3 2

3 4 4P x x x x= − − +  durch einen Newton-Schritt 

 
 

                 Verbesserte Näherung:1

0,155
0,95 0,999

3,193
x = − =

−
 

 
 
GAUSS’sches Eliminationsverfahren 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2 152.Zeile 2 1.Zeile 3.Zeile 2.Zeile
513.Zeile -2 1.Zeile 20

4 43

1 8 3 2 1 8 3 2 1 8 3 2 1 8 3 2

2 4 1 1 2 4 1 1 0 20 5 5 0 20 5 5

2 1 2 1 2 1 2 1 0 15 4 5 0 0

x

x A b

x
= ⋅ = −−= ⋅

− � − 	 �− 	 �− 	� 	� 	 � 	

 � 
 � 
 �
 �
 � 
 �− = = − � �
 � 
 � 
 �
 �
 � 
 �


 �
 � 
 � 
 � 
 � 
 �− − − − − − −� �  �  �  �  � 



 

 
 
Iterative Methode:  Gesamtschrittverfahren von Jacobi   Einzelschrittverfahren von GAUß-Seidel     

1 2 3

1 2

1 3

5 1

5 2

5 0

x x x

x x

x x

+ + =
+ =
+ =

  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1
51 2 3

1 1
52 1

1 1
53 1

1

2

0

m m m

m m

m m

x x x

x x

x x

+

+

+

= − −

= −

= −

      

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1
51 2 3

1 11
52 1 3

1 1 11
53 1 2

1

2 0

0 0

m m m

m m m

m m m

x x x

x x x

x x x

+

+ +

+ + +

= − −

= − − ⋅

= − − ⋅

 

Lagrange-Polynome 
Man bestimme die Lagrange – Polynome für die Stützstellen 0 1 21, 2, 6x x x= = =  

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

1 2 0 2
0 1

0 1 0 2 1 0 1 2

0 1
2

2 0 2 1

3 6 1 61 1
3 6 1 6

1 3 1 6 10 3 1 3 6 6

1 3 1
1 3

6 1 6 3 15

x x x x x x x x x x x x
L x x x L x x x

x x x x x x x x

x x x x x x
L x x x

x x x x

− − − − − − − −
= = = − − = = = − −

− − − − − − − −

− − − −
= = = − −

− − − −

 

 
Lagrange-Interpolation 

Man bestimme zu 
1 3 6

2 1 3
i

i

x

f
 das Lagrange – Interpolationspolynom  

         
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0 1 3

2.2
2

2 1 3

1 1 1 7 43 16
2 3 6 1 6 3 1 3

10 6 15 30 30 5

P x L x L x L x

x x x x x x x x

= + +

= − − − − − + − − = − +
 

         Probe:  ( ) ( ) ( )1 2, 3 1, 6 3P P P= = =  

 
Newton-Interpolation 

1

1 0 1 3 4

1 0 0 4 1
ix

f

−
−   

1

1
2

1
24 192

3 120
3

47
3

1.St 2.St 3.St 4.St

1 1
1

0 0
0

1 0
2

3 4
5

4 1

ix f

−
−

−
−

−
−

−

   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( )( )

0 0 0,1 1 0,1,2 2

0,1,2,3 3 0,1,2,3,4 4

1 1
1 1 1 1 0 1 0 1

2 24
19

1 0 1 3
120

P x f N x f N x f N x

f N x f N x

x x x x x x

x x x x

= + + +

+ +

= − + + + − + + − − −

− + − − −
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Spline-Interpolation 

Man berechne die natürliche kubische Spline-Funktion für die folgende Tabelle:  
1 2,5 5

1,2 1,9 3
i

i

x

y
      

( )

0 1 0

1

0

1

0 1

1,2 1,9 0

2 1 3 1,9 19 1,2
0,01

3 1,5 2,5 2,5 1,5

1,9 1.2 1
0,01 1,5 0,4716

1,5 3

0,456

0,01 0,01
0,0022 0,0013

3 1,5 3 2,5

a a c

c

b

b

d d

= = =

− −� 	� 	= − = −
 �
 �+� � 

−= − − ⋅ =

=

= − = − = =
⋅ ⋅

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]

3

2 3

1,2 0,4716 1 0,0022 1 , 1| 2,5

1,9 0,456 2,5 0,01 2,5 0,0013 2,5 , 2,5 | 5

x x x
F x

x x x x

� �+ − − − ∈� �= � �
+ − − − + − ∈� �� �

 

 
GAUß-Approximation 

( ) [ ] ( )0 1

1
Man approximiere  in , ,1  durch die Basisfunktionen 1 und 

16
f x x a b x xϕ ϕ� �= = = =� �� �

 

Ansatz: ( ) ( ) ( )0 0 1 1 0 1P x a x a x a a xϕ ϕ= ⋅ + ⋅ = + ⋅  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 0 0 1 0 0

1 0 1 1 1 1

, , ,

, , ,

a f

a f

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

� 	 � 	� 	
= =
 � 
 �
 �
� �  � 

 

( )

( ) ( )

1

0 0
1

16

1

1 0 0 1
1

16

, 0,9375

, , 0,498047

dx

x dx

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= =

= = ⋅ =

�

�

  

( )

( )

1
2

1 1
1

16

1

0
1

16

, 0,333252

, 0,65620

x dx

f x dx

ϕ ϕ

ϕ

= ⋅ =

= ⋅ =

�

�

   ( )
1 1 3

2
1

1 1

16 16

, 0,399609f x x dx x dxϕ = ⋅ ⋅ = ⋅ =� �  

0

1

0,9375 0,498047 0,65620

0,498047 0,333252 0,399609

a

a

� 	� 	 � 	
=
 �
 � 
 �

�  � � 
  Lsg: 0 10,305603 0,742394a a= =   ( ) 0,305603 0,742394P x x= +   

 
Verfahren von Euler 

Man bestimmen mit dem Verfahren von Euler eine Näherungslösung des AWP's  
( )

[ ]
0 1

im Intervall 0,1 . Man wähle als SW 1/16.

y y y

h

′ = =

=
 

1 2 3
0 1

16 16 16
1 ? ? ?

k

k

x

y

�

�

   

( ) ( )

( )

1 0

2 3 16

1

exakt

1 17
, 0 1

16 16
1 2 3

0 1
16 16 16

17 17 17 17
1 1,0625 1,1298 1,1995 2,63792

16 16 16 16

1 1,0644 1,20623 1,20623 2,71828k

k k k k k k k

k

k

x
k

y y h f x y y y y y y

x

y

y x e e

+ = + ⋅ = + ⋅ = ⋅ = =

� 	 � 	 � 	= = = =
 � 
 � 
 �
�  �  � 

= =

�

�

�

 

 
Runge-Kutta 2. Ordnung 

( )2
AWP , 0 1

x
y y y

y
′ = − =  

Man bestimme einen Näherungswert der Lösung ( )  in 0,2 und 0,4.y x   ( )
1 0 0

2
1

0 0,2 0,4 0,2 0 1

1 ? ? , x
y

x h x y

y f x y y

= = =
= −

 

0 :n =   ( )1 0 1 2

1
0,2

2
y y l l= + ⋅ +         1:n =   ( )2 1 1 2

1
0,2

2
y y l l= + ⋅ +  

   

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 0 0

2 0 0 1

1

, 0, 1 1

, 0,2 |1,2 0,86

1 0,1 1 0,86 1,186 0,2

l f x y f

l f x h y h l f

y y

= = =

= + + ⋅ = =

= + + = ≈

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1 1

2 1 1 1

2

, 0,2 |1,86 0,849588

, 0,4 |1,186 0,2 0,849 0,7668

1,348313 0,4

l f x y f

l f x h y hl f

y y

= = =

= + + = + ⋅ =

= ≈

 

 
   
      
 


